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▷ 1. Ðîáîò ñëó÷àéíûì îáðàçîì âûáèðàåò íàòóðàëüíûå ÷èñëà x îò 1 äî 10000.
Êàêîâà âåðîÿòíîñòü, ÷òî N = 2x − x2 íå êðàòíî 7.

Ðåøåíèå: Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò öåëûõ ÷èñåë îò 1 äî 10000, äëÿ êîòîðûõ 2x−x2

íå äåëèòñÿ íà 7.
1. Èñêëþ÷èì èç çíà÷åíèé x îò 1 äî 10000 òå, ïðè êîòîðûõ äàííîå âûðàæåíèå
äåëèòñÿ íà 7. Ïîäñ÷èòàåì ïîñëåäíèå ñëó÷àè.
Äëÿ òîãî, ÷òîáû 2x − x2 äåëèëîñü íà 7 íåîáõîäèìî, ÷òîáû 2x è x2 ïðè äåëåíèè
íà 7 äàâàëè ðàâíûå îñòàòêè. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî îñòàòêè îò äåëåíèÿ 2x íà 7,
íà÷èíàÿ îò x = 1, áóäóò èäòè â òàêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè: 2, 4, 1, 2, 4, 1, 2, 4, 1 . . .

Îñòàòêè æå îò äåëåíèÿ x2 áóäóò :

1, 4, 2, 2, 4, 1, 0, 1, 4, 2, 2, 4, 1, 0 . . .
Èòàê, ïåðâûå îñòàòêè ïîâòîðÿþòñÿ ÷åðåç 3, à âòîðûå ÷åðåç 7 . Çíà÷èò, ÷åðåç
êàæäûå 21 çíà÷åíèå x îáà îñòàòêà áóäóò ïîâòîðÿòüñÿ, ò.å, íàïðèìåð, x = 22
îáà îñòàòêà áóäóò òå æå, ÷òî è ïðè x = 0, ïðè x = 23 òî æå, ÷òî è ïðè x = 2, è
ò.ä.
Ñëåäîâàòåëüíî, äîñòàòî÷íî áóäåò ïîäñ÷èòàòü, ïðè ñêîëüêèõ çíà÷åíèÿõ x â ïðå-
äåëàõ 1 ⩽ x ⩽ 21. 2x è x2 áóäóò äàâàòü ðàâíûå îñòàòêè.

Ðàâíûå îñòàòè ïîëó÷àþòñÿ ïðè x = 2, 4, 5, 6, 10, 15 âñåãî øåñòü çíà÷åíèé.
Òàê êàê 10000 = 21 · 476 + 4, òî ÷èñåë, äåëÿùèõñÿ íà 7 áóäåò 6 · 476 = 2856 äà
åù¼ äâà ÷èñåë ïðè x = 21 · 476 + 2 è ïðè x =21 · 476 + 4. Âñåãî 2858 ÷èñåë.
Îòñþäà ÷èñåë, íå äåëÿùèõñÿ íà 7, áóäåò :

10000− 2858 = 7142.

Ñëåäîâàòåëüíî, âåðîÿòíîñòü ðàâíà 0, 7142.
Îòâåò: 0,7142.

▷ 2. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ n ñóììà íàòóðàëüíûõ ÷èñåë îò 1 äî n äåëèòñÿ íà
99?

Ðåøåíèå: Ñóììà n ïåðâûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë ðàâíà n(n+1)
2 . Ïî óñëîâèþ

äîëæíî áûòü:
n(n+ 1)

2
= 99m,

èëè:
n(n+ 1) = 2 · 9 · 11m,

ãäå m - íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Òàê êàê n è n + 1 - ÷èñëà âçàèìíî ïðîñòûå (ïðè-
÷åì îäíî èç íèõ íåïðåìåííî ÷¼òíîå), òî îäíî èç íèõ äîëæíî äåëèòüñÿ íà 9.
Îäíîâðåìåííî ýòî æå ÷èñëî èëè âòîðîå äîëæíî äåëèòüñÿ íà 11. Îòñþäà èìååì
ñëåäóþùèå âîçìîæíûå ñëó÷àè:

n = 99x,

n+ 1 = 99x, îòêóäà n = 99x− 1.

Îáà ðåøåíèÿ óäîâëåòâîðÿþò çàäà÷å ïðè ëþáîì x ⩾ 1.

n = 9x; n+ 1 = 11y xèy-ðàçíîé ÷¼òíîñòè.

Îòñþäà:
11y − 9x = 1.

Ïîñëåäíåå óðàâíåíèå ðåøèì îáû÷íûì ñïîñîáîì èëè, êîðî÷å, òàê:
Èìååì:

x =
11y − 1

9
= y +

2y − 1

9
.

Ñîâåðøåííî î÷åâèäíî, ÷òî 2y−1
9 äàåò öåëîå çíà÷åíèå ïðè y = 5; òîãäà èç óðàâ-

íåíèÿ ïîëó÷èì x = 6.
Èòàê, èìååì òðåòüå ðåøåíèå çàäà÷è:

x = 11t+ 6,

à, ñëåäîâàòåëüíî,
n = 99t+ 54.

n = 11x; n+ 1 = 9y.

Îòñþäà:
9y − 11x = 1.

Òàê æå, êàê è â ïðåäûäóùåì ñëó÷àå, íàéäåì:

x = 9t+ 4

è, ñëåäîâàòåëüíî:
n = 99t+ 44.

Ïîëó÷àåì 4-å ðåøåíèå.
Ñîïîñòàâëÿÿ ôîðìóëû, çàêëþ÷àåì, ÷òî âñå çíà÷åíèÿ n, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëî-
âèþ çàäà÷è, ÿâëÿþòñÿ ÷ëåíàìè îäíîé èç ÷åòûðåõ àðèôìåòè÷åñêèõ ïðîãðåññèé,
ó êîòîðûõ ðàçíîñòü d = 99, à ïåðâûå ÷ëåíû ðàâíû 44, 54, 98 è 99.
Îòâåò: 44, 54, 98 è 99.

▷ 3. Êëåòêè øàõìàòíîé äîñêè çàíóìåðîâàíû ÷èñëàìè îò 1 äî 64: ïåðâûé
ãîðèçîíòàëüíûé ðÿä ñëåâà íàïðàâî - ÷èñëàìè îò 1 äî 8, âòîðîé ãîðèçîíòàëüíûé



ðÿä ñëåâà íàïðàâî - ÷èñëàìè îò 9 äî 16 è ò.ä. Íà äîñêå ðàññòàâëåíû 8 ëàäåé òàê,
÷òîáû îíè íå áèëè äðóã äðóãà. Êàêîå íàèìåíüøåå çíà÷åíèå ìîæåò ïðèíèìàòü
ñóììà íîìåðîâ êëåòîê, íà êîòîðûõ ñòîÿò ëàäüè?

Ðåøåíèå: Íàïèøåì ñâåðõó íàä êàæäîé âåðòèêàëüþ øàõìàòíîé äîñêè ÷èñ-
ëà 1, 2, 3, . . . , 8, ñëåâà îêîëî êàæäîé ãîðèçîíòàëè - ÷èñëà 0, 8, 16, 24, . . . , 56;
òîãäà ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî â êàæäîé êëåòêå äîñêè íàïèñàíà ñóììà äâóõ ÷èñåë,
ñîîòâåòñòâóþùèõ å¼ âåðòèêàëÿì è ãîðèçîíòàëÿì. Òàê êàê 8 ëàäåé, ñòîÿùèõ
íà øàõìàòíîé äîñêå, íå áüþò äðóã äðóãà, òî îáÿçàòåëüíî â êàæäîé âåðòèêà-
ëè è êàæäîé ãîðèçîíòàëè ñòîèò ïî îäíîé ëàäüå. Çíà÷èò, â ñóììó íîìåðîâ òåõ
êëåòîê, íà êîòîðûõ ñòîÿò ëàäüè, âîéäóò ïî îäíîìó ðàçó âñå ÷èñëà 1, 2, . . . ,
8, ñîîòâåòñòâóþùèå ðàçíûì âåðòèêàëÿì, è ïî îäíîìó ðàçó âñå ÷èñëà 0, 8, 16,
. . . , 56, ñîîòâåòñâóþùèå ðàçíûì ãîðèçîíòàëÿì. Ïîýòîìó ñóììà íîìåðîâ âñåãäà
áóäåò èìåòü îäíî è òî æå çíà÷åíèå: 1+2+3+ · · ·+8+0+8+16+ · · ·+56 = 260.
Îòâåò: 260.

▷ 4. Áèññåêòðèñû óãëîâ äàííîãî âûïóêëîãî ÷åòûð¼õóãîëüíèêà ñâîèìè ïå-
ðåñå÷åíèÿìè îáðàçóþò íîâûé ÷åòûð¼õóãîëüíèê âíóòðè äàííîãî. Áèññåêòðèñû
ýòîãî íîâîãî ÷åòûð¼õóãîëüíèêà îïÿòü îáðàçóþò ÷åòûð¼õóãîëüíèê è ò.ä. Íàéòè
ïðåäåëû, ê êîòîðûì ñòðåìÿòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè óãëîâ ýòèõ ÷åòûð¼õóãîëü-
íèêîâ.

Ðåøåíèå: Â ïåðâîì ïîëó÷åííîì ÷åòûð¼õóãîëüíèêå A1B1C1D1 èìååì:
èç △AA1B : A1 = 180◦ − A+B

2 ;

èç △BB1C : B1 = 180◦ − B+C
2 ;

èç △DC1C : C1 = 180◦ − C+D
2 ;

èç △AD1D : D1 = 180◦ − D+A
2 .

(1)

Ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íî äëÿ óãëîâ âòîðîãî ÷åòûð¼õóãîëüíèêà íàéä¼ì:

A2 = 180◦ − A1 +B1

2
, (2)

íî èç (1) èìååì :
A1 +B1

2
= 180◦ − A+ 2B + C

4
. (3)

Ïîäñòàâèâ èç (3) â (2), ïîëó÷èì:
A2 = A+2B+C

4 ,

B2 = B+2C+D
4 ,

C2 = C+2D+A
4 ,

D2 = D+2A+B
4 .

(4)

Èç (4) íàéä¼ì:

A2 − C2 =
B −D

2
; B2 −D2 =

A− C

2
. (5)

Òî÷íî òàê æå, ïðîäîëæàÿ äàëåå, íàéä¼ì:

A4 − C4 =
B2 −D2

2
; B4 −D4 =

A2 − C2

2
. (6)

Èòàê, çàìåíÿÿ ïðàâûå ÷àñòè â (6) èç (5):

A4 − C4 =
A− C

4
;B4 −D4 =

B −D

4
. (7)

Èòàê, ïîñëå ÷åòûð¼õêðàòíîãî ïîñòðîåíèÿ ðàçíîñòü ìåæäó ïðîòèâîïîëîæíûìè
óãëàìè ÷åòûð¼õóãîëüíèêîâ óìåíüøàåòñÿ â÷åòâåðî. Ïîñëå 4n ïîñòðîåíèé áóäåì
èìåòü:

A4n − C4n =
A− C

4n
; B4n −D4n =

B −D

4n
.

Îòñþäà:
lim
n→∞

(A4n − C4n) = 0; lim
n→∞

(B4n −D4n) = 0.

Èëè:
limA4n = limC4n; limB4n = limD4n. (8)

Íî

A4n + C4n =

(
180◦ − A4n−1 +B4n−1

2

)
+

(
180◦ − C4n−1 +D4n−1

2

)
=

= 360◦ − A4n−1 +B4n−1 + C4n−1 +D4n−1

2
= 360◦ − 360◦

2
= 180◦. (9)

Èç (8) è (9) çàêëþ÷àåì, ÷òî

limA4n = limC4n = 90◦.

Òî æå îòíîñèòåëüíî óãëîâ B4n è D4n.



Îòâåò: 90◦.

▷ 5. Ïóñòü A, B, C - óãëû òðåóãîëüíèêà. Êàêîå íàèìåíüøåå çíà÷åíèå ìîæåò
ïðèíèìàòü çíà÷åíèå ìîæåò ïðèíèìàòü âûðàæåíèå 1

sin2 A
2

+ 1
sin2 B

2

+ 1
sin2 C

2

?

Ðåøåíèå: Äîêàæåì, ÷òî

sin
A

2
· sin B

2
· sin C

2
⩽

1

8
,

sin
A

2
· sin B

2
· sin C

2
=

1

2
[cos

A−B

2
− cos

A+B

2
] sin

C

2
=

=
1

2
[cos

A−B

2
− cos

180− C

2
0] sin

C

2
=

1

2
[cos

A−B

2
sin

C

2
− sin2

C

2
] =

=
1

2
[−(sin2

C

2
− cos

A−B

2
sin

C

2
+

1

4
cos2

A−B

2
+

1

4
cos2

A−B

2
] =

=
1

8
cos2

A−B

2
− 1

2
(sin

C

2
− 1

2
cos

A−B

2
)2 ⩾

1

8
cos2

A−B

2
⩾

1

8

Ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ ïðè A = B = C = 60◦, òî,(
sin2

A

2
· sin2 B

2
· sin2 C

2

)−1

⩾ 64.

Ïðèìåíèâ òåîðåìó î ñðåäíåì, ïîëó÷èì

1

sin2 A
2

+
1

sin2 B
2

+
1

sin2 C
2

⩾

⩾ 3 3

√
1

sin2 A
2

· 1

sin2 B
2

· 1

sin2 C
2

=

= 3 3

√
1

( 18 )
2
= 12.

Îòâåò: 12.

▷ 6. Ïóñòü f(t) = 2t−1
2 − 1

πarctg(tg
2t−1
2 π), íàéäèòå òàêèå x, y, z, ÷òî

x+ f(y) + z = 2, 1 + f(z)

x+ y + f(z) = 3, 2 + f(x)

f(x) + y + z = 4, 3 + f(y),

Ðåøåíèå: Äîêàæåì, ÷òî f(t) = [t]
Ïîëàãàÿ t = k + α, ãäå k - öåëîå ÷èñëî, à 0 < α < 1, áóäåì èìåòü

tg

(
tg

2t− 1

2
π

)
= tg

[
tg

(
kπ +

2t− 1

2
π

)]
=

tg

(
tg

2t− 1

2
π

)
=

2t− 1

2
π.

Äåëàÿ ïîäñòàíîâêó â äàííîå âûðàæåíèåå, ïîëó÷èì:

2k + 2α− 1

2
− 1

π
· 2α− 1

2
π =

2k + 2α− 1− 2a+ 1

2
= k = [t],

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Âåðí¼ìñÿ ê ñèñòåìå


x+ [y] + z = 2, 1

x+ y + [z] = 3, 2

[x] + y + z = 4, 3,


x = 1, 5

y = 0, 7

z = 2, 6.
Îòâåò: 1,5; 0,7 ; 2,6.

▷ 7. Èçâåñòíî, ÷òî ðàññòîÿíèå îò ãîðîäà Âîëãîãðàäñêîé îáëàñòè Óðþïèñêà
(Ó) äî ãîðîäà Êàáàðäèíî-Áàëêàðñêîé ðåñïóáëèêè Ïðîõëàäíûé (Ï) - 999 êì.
Âäîëü äîðîãè ñòîÿò êèëîìåòðîâûå ñòîëáû, íà êîòîðûõ ðàññòîÿíèÿ îò Ó äî Ï
çàïèñàíû òàê: 0, 999; 1, 998; 2, 997; . . . 999, 0. Ñêîëüêî ñðåäè ýòèõ ñòîëáîâ
òàêèõ, íà êîòîðûõ åñòü òîëüêî äâå ðàçëè÷íûå öèôðû?

Ðåøåíèå: Äâà ÷èñëà ìîãóò áûòü íà îäíîì ñòîëáå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êî-
ãäà èõ ñóììà ðàâíà 999. Ïîýòîìó, åñëè ðàññìîòðåòü îäèí ñòîëá, íà êîòîðîì
òîëüêî äâå ðàçëè÷íûå öèôðû, òî, åñëè îäíà èç öèôð X, äðóãàÿ îáÿçàòåëüíî
9−X. Âñåãî òàêèõ ñòîëáîâ, íà êîòîðûõ åñòü ÷èñëà, èçîáðàæàåìûå öèôðàìè X
è 9−X, ñóùåñòâóåò 23 = 8 (íà êàæäîì èç ïåðâûõ òð¼õ ìåñò ìîæåò ñòîÿòü îäíà
öèôðà: X èëè 9−X); âñåõ òàêèõ âîìîæíûõ ïàð öèôð ñóùåñòâóåò 5. Ïîýòîìó
÷èñëî âñåõ ñòîëáîâ, íà êîòîðûõ òîëüêî äâå ðàçëè÷íûå öèôðû, ðàâíî 40.
Îòâåò: 40.

▷ 8. Äîêàçàòü, ÷òî ïðè ëþáûõ íàòóðàëüíûõm è n âûðàæåíèåA = [(mn)!]2

(m!)n+1·(n!)m+1

ÿâëÿåòñÿ íàòóðàëüíûì ÷èñëîì.

Ðåøåíèå: Ïðåæäå âñåãî

(mn)!

(m!)n
=

(mn)!

m!(mn−m)!
· (mn−m)!

m!(mn− 2m)!
· · · · · (2m)!

m!m!
=



= Cm
2m · Cn

3m · · · · · Cm
mn.

Äàëåå, ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî Cm
mk = kCm−1

mk−1 è ïîýòîìó

(mn)!

(m!)n
= n!Cm−1

2m−1 · C
m−1
3m−1 · · · · · C

m−1
mn−1,

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî ÷èñëî (mn)!
(m!)nn! (à ðàâíî è ÷èñëî (mn)!

(n!)mm! ) - íàòóðàëüíîå; íî

òîãäà íàòóðàëüíûì áóäåò è ÷èñëî

[(mn)!]
2

(m!)n+1 · (n!)m+1
=

(mn)!

(m!)nn!
· (mn)!

(n!)mm!

▷ 9. Åñëè a1, a2, a3, . . . , a2023 - ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà, òî êàêîå íàèìåíüøåå
çíà÷åíèå ïðèíèìàåò âûðàæåíèå√

a1 + a2
a3

+

√
a2 + a3

a4
+ · · ·+

√
an−1 + an

a1
+

√
an + a1

a2
?

Ðåøåíèå: Êàê ñëåäóåò èç íåðàâåíñòâà x + y ⩾ 2(xy)
1
2 (íåðàâåíñòâà ìåæäó

ñðåäíèì àðèôìåòè÷åñêèì è ñðåäíèì ãåîìåòðè÷åñêèì), âûðàæåíèå íå ìåíüøå

√
2

(
4

√
a1a2
a23

+ 4

√
a2a3
a24

+ · · ·+ 4

√
an−1an

a21
+ 4

√
ana1
a22

)
.

Ïîñêîëüêó ïðîèçâåäåíèå n êîðíåé, ñòîÿùèõ â ñêîáêàõ, ðàâíî 1, òî ïî òåîðå-
ìå Êîøè î ñðåäíåì àðèôìåòè÷åñêîì è ñðåäíåì ãåîìåòðè÷åñêîì èõ ñóììà íå
ìåíüøå n. Ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî íàèìåíüøåå çíà÷åíèå äàííîãî âûðàæåíèÿ n

√
2.

Îòâåò: n
√
2.

▷ 10. Íà ñòîðîíàõ ÷åòûð¼õóãîëüíèêà ABCD âçÿòû òî÷êè A1, B1, C1, D2 òàê,
÷òî îíè äåëÿò âñå ñòîðîíû â îäíîì è òîì æå îòíîøåíèè:

AA1

A1B
=

BB1

B1C
=

CC1

C1D
=

DD1

D1A
=

m

n

Íàéòè îòíîøåíèå ïëîùàäåé A1B1C1D1 è ABCD.

Ðåøåíèå: Ñîñòàâëÿÿ èç âûðàæåíèÿ ïðîèçâîäíûå ïðîïîðöèè, áóäåì èìåòü:

AA1

AB
=

m

m+ n
. (1)

DD1 +D1A

D1A
=

m+ n

n
,

èëè
AD1

AD
=

n

m+ n
. (2)

Îòíîøåíèå ïëîùàäåé òðåóãîëüíèêîâ AA1D1 è ABD, êàê èìåþùèõ ïî ðà-
âåíñòâó óãëó ∠A, áóäåò ðàâíî:

SAA1D

SABD
=

AA1 ·AD1

AB ·AD
=

mn

(m+ n)2
(3)

Ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íî ïîëó÷èì:

SA1BB1

SABC
=

SB1CC1

SBCD
=

SC1DD1

SCDA
=

mn

(m+ n)2
. (4)

Èç (3) è (4), ïîëüçóÿñü ñâîéñòâîì ðàâíûõ îòíîøåíèé, ìîæåì íàïèñàòü:

SAA1D1 + SA1BB1 + SB1CC1 + SC1DD1

SABC + SBCD + SCDA + SABC
=

=
mn

(m+ n)2
. (5)

Îáîçíà÷èâ ïëîùàäü ABCD ÷åðåç S, à ïëîùàäü A1B1C1D1 ÷åðåç S1 èç (5)
áóäåì èìåòü:

S − S1

2S
=

mn

(m+ n)2
.

Îòñþäà:
2mnS = (m+ n)2S − (m+ n)2S1,

(m+ n)2S1 = (m+ n)2S1 − 2mnS = (m2 + n2)S,

S1

S
=

m2 + n2

(m+ n)2
.

Îòâåò:
SA1B1C1D1

SABCD
= m2+n2

(m+n)2 .


